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Un espacio localmente convexo se dice que es c -tonelado (respecti-
o 
vamente w-tonelado) si cada sucesión de su dual que converge débilmente 
a O (respectivamente que es débilmente acotada) es equiconti nua . Se d~ 
muestra como resultado central que si un espacio c - tonelado E tiene 
o 
dual E' débilmente secuencial mente completo, entonces t odo subespacio 
(no necesariamente cerrado) de codi mensión numerable de E es c - tonelada . 
o 
Se construye también un espacio c -tonelada con dual débilmente secuen-
o 
cialmente completo que no es w- tonelado. 
1 . INTRODUCCION Y RESULTADOS PREVIOS Un espacio localment e convexo 
(Hausdorff) E , siempre definido sobr e el cuerpo real o complejo , con to-
pología ' será denotado por [E, ,] . Si la topología es obvia en el 
contexto , se omite en la notación. Las notaciones y tenninología general 
es la de [2] y para los resultados no probados se remite a [2] , [3] 
y [4] . En particular o(E, E' ) es la topología d~bil en E asociada al 
par dual (E , E 1 ) • 
Un espacio l ocalmente convexo E con dual topológico E' se dice 
que es c - tonelada (respectivamente w- tonelado) si cada sucesión que 
o 
converge a O (respectivamente que es acotada) en [E ' , o(E ' , E) ] es 
equicontinua. Diremos que E posee l a propiedad (S) ([ 5]) s i 
[E' , o(E ' , E) ] es secuencialmente completo. Todo espacio w-tonelado 
2 
es c - tonelada y posee la propiedad (S) . Es un resultado clásico de l a = 
o 
teoría de los espacios t onel adas que t odo subespacio de codirnensión nurn~ 
rable de un espaci o E t onelada o 1 - t onel ada u w- tonel ado es un es-
o 
pacio del mismo tipo (cf. [6] , [8] , [9] y (11 ]) . En todos .los casos la 
prueba reposa en propiedades de canpacidad secuencial de [E ' , o(E ' , E)] 
vía el Teorema de Alaoglu-Bourbaki . Sin embargo si E es c -tonelada, E' 
o 
puede no ser ni siquier a o(E ' , E)- secuencialmente completo (ver ej emplo 
en Sección 3) . Por otr o lado un espacio c - t onelada con pr opiedad (S) 
o 
no es necesariamente w- tonelado (ver Ejemplo 3.4. ) . En el presente tra-
bajo se demuestra que todo subespacio de codimensión numerable de un es-
pacio c - tonelada con propiedad (S) es c - tonelada . La observación pre-
º o 
cedente muestra que este resultado no se reduce al correlati vo en espacios 
w- tonelados (cf. ( 5] Theorem 4) . 
Dado un par dual (E , E' ) , la topología de Mackey en E es la to-:-
pología de la convergencia uniforme sobre todos los conjuntos absoluta-
mente convexos o(E ' , E)-compactos de E' y se denotará por µ(E , E' ) . 
Una topología localmente convexa Hausdorff , en el espacio vectorial 
E se dice que es compat ible con el par dual (E , E' ) si o(E , E ' )~ , ~ 
µ(E , E' ) o equivalente si [E , •] 1 = E' . 
Dado un par dual (E , E' ) , denotaremos por , (E , E' ) 
o 
la topología 
de la convergencia uni forme sobre todas las sucesiones o(E ' , E)-conver-
gentes a O de 
calmente convexo 
E' . Obviamente o(E , E' ) < • (E , E' ) 
- o 
y un espacio l~ 
(E , •] es c - tonelada si y solo si , (E , E' )< , 
o o -
En general , dado un par dual (E , E' ) , la topología , (E , E' ) no es 
o 
necesariamente compatible con el par . Sin embargo, si l o fuera , entonces 
[E , • (E , E' )] es c - tonelada cano se ccmprueba de inmediato . una con-
o o 
dición necesaria y suficiente para que • 
0 
(E , E' ) sea compatible con el 
par dual (E , E' ) es que la envolvente absolutamente convexa o( E' , E) -
cerrada de cada sucesión o(E ' , E) - nula de E' sea o(E ' , E)-ccmpacta. 
Tal es el caso , por ejemplo , si [E ' , µ(E ' , E)l es localmente completo 
((3] 10. 2.4 . ) o si [E , µ(E , E' )] es tonelada (pues ello equivale a 
3 
que [E ' , cr(E' , E)) es casi-completo y se sigue de [4) 20.6.3. ) 
A continuación estudiamos un ejemplo concreto de topología T (E , E' ) 
o 
compatible 
Ejemplo 1 .1 . 1 La topología T ( 1 , c ) es compatible con el par dual 
o o 
, c ) . En consecuencia 
o 
es c -tonelada. 
o 
el espacio localmente convexo [ 11 , T ( 11 , c ) ) 
o o 
Demostración. Puesto que 1 (C , µ(C , 1 )) 
o o 
es localmente completo 
(es incluso completo), la conclusión se sigue de la observación anterior , 
pero exponemos aquí otra prueba basada en un argumento de ccmpacidad en 




la envolvente absolutamente convexa cr(c , 1 )-cerrada de {x } U {O} 
o n n 
Puesto que B es también cerrado en la topología de la nonna de c 
o 
Puesto se sigue que B es nonna-completo y también µ ( c , 11 )-completo. 
1 o 
que /x} U{Q} es cr(c , 1 )-compacto, el Teorema de Krein ((4) 24. 5.4 '. ) 
n n o 
se aplica para concluir que B es cr(c , 11 )-compacto . Siendo {x } un 
o n 
subconjunto de B se deduce que 
con el par ( 11 , c ) . 
o 
T ( 11 , c ) es , en efecto, ccmpatible 
o o 
Los dos siguientes resultados se usarán en demostraciones posteriores. 
La prueba del primero de ellos puede encontrarse en (5) Lerruna 2, y por 
tanto se omite. 
Proposición 1 . 2. (Saxon, Levin) Sea E un espacio localmente convexo 
con propiedad (S) y sea M un subespacio denso de codimensión numerable 
de E . Entonces cada conjunto cr(E ' , M)-acotado de E' es o(E' , E)-
acotado. 
Proposición 1 .3. Sea E un espacio localmente convexo con propiedad 
(S) . Es condición necesaria y suficiente para que un f uncional lineal f 
en E sea continuo , que su restricción a algún subespacio cerr ado de co-
dimensión numerable de E sea continua. 
Demostración . Puesto que la condición necesaria es obvia, supongamos , 
4 
para probar la suficiente, que f jM es continuo para algún subespacio 
cerrado M de codimensión numerable en E . Sea t x1 , x2 , .. . } una base 
de Hamel de un complemento algebraico de M . Puesto que M es cerrado 
y tiene codimensión finita en M : = M Ell sp{x 
n 1 
es una 
extensión continua de r-¡ a M que a su vez se extiende a un funcional 
· M n 
g e: E' . La sucesión [ g } e E' es claramente o (E ' , E )-Cauchy y , por 
n n n 
hipótesis, converge débilmente hacia un elemento ge: E' . Pero obviamente 
g = f . 
2. SUBESPACIOS CERRADOS DE ESPACIOS c - TONELADOS A f i n de mostrar 
o 
propiedades hereditarias de subespacios de espacios c - tonelados, nos 
o 
restringiremos en esta segunda Sección a subespacios cerrados . Tenemos el°' 
siguiente resultado 
Proposición 2. 1. Sea E un espacio c - tonelado con propiedad (S). 
o 
Si M es un subespacio cerrado de codimensión numer able de E , entonces 
M es complementado. Además cada compl_emento algebraico de M es comple-
mento topológico y hereda de E la más f ina topologí a localmente convexa. 
Demostración. Sea N un complemento algebraico de M , sea 
P : E ~ E una proyección sobre N con núcleo M y sea V un conjunto 
absolutamente convexo y absorbente de N. Si se prueba que P-1(V) es 
O-entorno en E , todas las af irmaciones de la Proposición quedan justi-
ficadas . Excluimos por trivial el caso dim(N) < X y fijemos entonces 
o 
V . Para cada una base de Hamel B = {x1 , x2 , . . . } de N contenida en k ke:IN , el funcional lineal en E definido por fk(M) =O , f'k(xn) = 2 6:kn 
ne: IN , es continuo por la Proposición 1 . 3. La sucesión [ f k} e E' con-
verge a O por o(E ' ,E) 
o 
x e: lfk} es de la forma 
y por tanto 
n 
X = y+ L 
i=1 
es equicontinua . Si 
con y e: M , ). - E: lK 
1 
, enton-
ces l 2i\I = 1 <f i, x>l .:s,1 para cada i = 1 , ... ,n. Puesto que V es ab--
solutamente convexo x e: M + V , es decir o - 1 {fk} e M +V = P (V) y p-1 (V) 
es, en efecto, un entorno de O en E . 
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Proposición 2.2. Sea E un espacio c -tonelada y F un subespa~ 
o 
cio cerrado de E . Entonces E/F provisto de la topología cociente es 
c -tonelada. 
o 
Demostración. Sea O --4- E/F la suprayección canónica sobre el co-
ciente y denotemos por 11 0 11 y por 11 • 11 la polaridad en (E , E ' ) y 
en (E/F , (E/F) ' ) respectivamente. Puesto que (E/B' = Fº se comprueba de 
• o o inmediato que 0( U) = U n F para cada entorno U de O en E . Si 
o {X'} es una sucesión o(F , E/F)-convergente a O , entonces para cada 
n n 
x e: E , < x' , x > = < x ' , Q(x) > ~ O si n --? "' , y por tanto la sucesión 
n n 
{x ' ¡ 
n n 
es equicontinua en E' . Es decir , existe un entorno 
o • {X'}c U y por tanto {x ' }c Q(U) 
n n 
E tal que Puesto que 
en 
es 
una base de conjuntos equicontinuos en (E/F) ' cuando u recorre una base 
de entornos de O en E , se sigue que E/F es c - tonelada. 
o 
Corolario 2. 3. 
es c -tonelada. 
o 
Proposición 2.4. 
Cada subespacio complementado de un espacio c - tonelada 
o 
Sea E un espacio c - tonelada con propiedad 
o 
(S) 
y sea M un subespacio cerrado de codimensión numerable de E . Entonces 
M, con la topología relativa, es un espacio c - tonel ada . 
o 
Demostración. Es consecuencia de la Proposición 2.1 . y del Corolario 
2.3. He aquí , no obstante , otra demostración más directa , sin apelar a los 
cocientes . Sea {y } e M' una sucesión o(M ' , M)-convergente a O y sea 
n n 
P : E~ E una proyección (continua por Proposición 2.1 .) sobre M . Es 
inmediato que {y 0 P} es una sucesión o( E' , E)-convergente a o en E' 
n n 
o y por tanto {y º PJ e U para algún entorno U de O en E . Puesto que 
n n 
un M es entorno de O en M , se tiene para cada y e: u n M y para cada 
ne:N, l<yn ,y>I = l<yn , Py>I = l<ynoP,y>j ~1 . Por tanto {ynJn es 
equicontinuo en M' y M es c - tonelada. 
o 
Terminamos esta Sección demostrando que la propiedad (S) es heredada 
también por subespacios cerrados de codimensión numerable. 
Proposición 2.5. Si M es un subespacio cerrado de codimensión nume-
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rable de un espacio E con propiedad (S) , entonces M provisto de la 
topología relativa posee la propiedad (S) . 
Demostración . Si P es una proyección (continua) sobre M , enton-
ces para cada sucesión {X t } 
n 
de M' que es cr(M ' , M)-Cauchy , la sucesión 
{x ' ·P} de E' es cr(E ', E)-Cauchy y , por tanto , cr(E ' , E)-convergente a 
n 
un elemento x ' e E' . Se sigue que lx '} ~ x 'I por cr(M', M) . 
n M 
3. SUBESPACIOS DENSOS DE ESPACIOS c - TONSLADOS. El estudio de los sub-
o 
espacios densos de espacios c - tonelados reposa en buena medida en el si-
c 
guiente Lema 
Lema 3.1 . Sea E un espacio lcx::almente convexo con propiedad (S) 
y sea {f} una sucesión cr(E ' E) - acotada de E' . Si el subespacio 
n n 
F' = ( x E E ; { f ( x)} . converge a O } es de codimensión a lo sumo numerable , 
n n 
entonces F es cerrado. 
Demostración . Excluimos por trivial el caso E = F y sea entonces 
Sea B = { X . } . J 
l. l. E 
una base de Hamel de un complemento algebraico x1 J F' 
de F donde J = { 1 , 2, ... , k } si F tiene codimensión f inita (=k) y 
J = ~ si F' es de codimensión numerable . Por hipótesis , {fn(x1)}n es 
una sucesión acotada de OC que no converge a o . Por tanto existe un 
número a1 * O y una subsucesión { f } e { f } tal que n1 n 
lim 
n ~ .. 
1 
f (x ) 
n1 1 
Para cada j E J , j.?. 2 , existe una subsucesión lf }c\.f } 
n. n. 
1 J J -
Y un 
número a . e OC tal que 
J 
lim f (x.) 
n. l. 
n .-7 .. J 
a. 
l. 
, 1 _.'.:. i.'.:_ j . Si B es finito 
la subsucesión f f } 
nk 
J 
converge en xi hacia a . 
l. 
para i 1 , 2 , ... ' k 
Si B es infinito, mediante el prcx::edimiento estándar de extracción 
diagonal , se construye una subsucesión /g}c{f} P n tal que { gp} converge 
en X. E B hacia a. e D< para todo i d'J Se define el funcional lineal 
l. l. 
g en E dado por g(x) =o si X E f 
' 
g(x . } = a. para cada X. E B 
1 l. l. 
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Claramente, para too.o x e E , g(x) = lim f (x) si B es finito y 
k"'""' m nk 
g(x) lim g (x) si B es infinito. Puesto que E posee la propiedad 
P""-+"' p 
(S) , ge E' en ambos casos y por tanto F c.g- 1(0) . Se sigue que x1 ff 
pues g(x1) = a 1 #O y queda probado que F es cerrado. 
Proposición 3. 2. Sea E un espacio c0- tonelado con propiedad (S) . 
Cada subespacio M denso y de cooimensión numerable de E es 
cuando está provisto de la topología re~ativa. 
Demostración. Se tiene por densidad M' = E' . Sea {f } 
n 
c - tonelada 
o 
una suce-
sión de E' que converge a O por o(E ', M) . Por la Proposición 1 . 2., 
{ f J es a (E', E )- acotada y se define el subespacio F cano en el Lema 
n 
3.1. Puesto que McF , F tiene cOO.imensión numerable a lo sumo, y por el 
Lema 3.1 . , Fes cerrado. Por tanto F =E y se concluye que {f J conver-
n 
ge a O por o(E ' , E) . Puesto que E es c - tonelada , 
o 
{ f } 
n 
es equi-
continua en E' con respecto a E y "a fortiori" con respecto a M . Por 
tanto M es c - tonelada . 
o 
Estamos ahora en situación de establecer el siguiente teorema central 
Teorema 3. 3. Cada subespacio de cooimensión numerable de un espa-
cio c -tonelada con propiedad (S) es c -tonelada. 
o o 
Demostración. Sea M un subespacio de cOO.imensión numerable del es-
pacio c -tonelada E . Puesto que M es cerrado y de cooimensión a lo 
o 
sumo numerable en E , M tiene la propiedad (S) (Proposición 2. 5. ) . El 
Teorema es entonces consecuencia de la Proposición 2.4. aplicada a E y 
M y de la Proposición 3. 2. aplicada a M y M . 
Ya fue mencionado antes que too.o espacio w-tonelado es c - tonelada 
o 
y tiene la propiedad (S) . Sin embargo existen espacios c - toneladas que 
o 
no son w-tonelados. Por ejemplo el espacio E = [ 11 , ' ( 11 , c ) l del 
o o 
Ejemplo 1 .1. es c -tonelada pero no es w-tonelado (en efecto , la su-
o 
n 1 
cesión (y l c. c dada por yn = z=. ek es o(c , 1 )--Cauchy pero no tiene 
n o k=l o 
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punto de acumulación en c porque ( 1 , 1 , ... ) i c por tanto la suce-
o o 
sión {Ynl no puede ser equicontinua). 
El ejemplo precedente muestra a la vez que E no posee la propiedad 
(S) . Por tanto sería necesario exhibir un ejemplo de espacio c - tonelada 
o 
con propiedad (S) que no es w- tonelado , a fin de asegurar que el Teorema 
3.3. no se reduce a los conocidos resultados sobre espacios w- tonelados 
(cf. [5] ) . He aquí un tal ejemplo 
Ejemplo 3.4. El espacio "' "' 1 E=[l , µ(l , 1)) es un espacio 
c - tonelado con propiedad (S) que no es w- tonelado. 
o 
Demostración. E 
unitarios de 11 es 
no es w-tonelado: La sucesión {e } de vectores 
n 
1 "' "' 1 o(l , 1 )- acotada. Para probar que no es µ(l , 1 )-
equicontinua, basta ver que no es o(l1 , l"')- relativarnente canpacta. Sea 
YE 11 y sea y ' = (0 , 0, . .. , 0 , 2 ,2, . .. ) un elemento de 1
00 
con k coor-
denadas nulas , donde k es suficientemente grande para que 1 < y ' , y> 1 < 1 . 
Para cada n>k se tiene l<y', e - Y>l""l<Y' , e > - <y', y>j ·>1. Por 
n n · 
( 1 "' ) o d . tanto el a 1 , 1 -entorno y + {y•} e y contiene a lo sumo los k 
primeros ténninos de la sucesión ¡e } . Puesto que y se fijó arbitra-
n 
. . , (1 (1 "')] riarnente , {e } no tiene punto de acumulacion en 1 , a 1 , 1 
n 
[E ' , o(E ' , E)] es secuencialmente completo de acuerdo con (4) 22 .4 . 2. 
Finalmente probemos que E es c - tonelado . Sea ¡ x } una sucesión 
o n 
0(11 , 100 )-convergente a O de 11 . La sucesión (x l es acotada en el 
n 
espacio de Banach 11 (dotado de la 1- norma) y por tanto para cada sucesión 
de escalares {>. l que es absolutamente sumable , 
n 
la serie f:_ >. X 
n=1 n n 
en 11 es convergente en norma y por tanto convergente al ser 
La aplicación (lineal) 
11 canpleto. 
[ 11 1 l T : ,o(l , c) 
o 
1 1 "' [l , o(l , l)] 
"' 
T( (>. ) ) = L >. X 
n n=1 n n 
está por tanto bien definida. También es continua porque su traspuesta T' 




pertenece a c pues , por hipótesis , 
o 
{ x J es o (11 , 1"' )-convergente 
n 
a O . Se deduce que el conjunto 
A. = { "'E_ 
n=1 
1 ). X e: 1 
n n 
1 q, 
es o ( 1 , 1 )-compacto pues A es la imagen por T de la bola unidad de 
11 que es 0(11 ,e )-compacta por el Teorema de Alaoglu- Bourbaki . Puesto 
o 
00 que { x le A y A es absolutamente convexo , se deduce que { x l e A 
n n 
00 1 <X> 00 y, en consecuencia { x } es o ( l , l )-canpacto. Es decir { x l y ; 
n n 
"a forti ori" {X } 
n 
es equicontinuo. Se concluye que E es c - tonelada 
o 
y el ejemplo está terminado. 
El espacio (11 , oC11 , 100 )] que aparece en el precedente ejemplo 
suministra a su vez un ejemplo de espacio secuencialmente completo que 
no es quasi-completo . En efecto , si [ 11 , o ( 11 , 100 )] fuese quasi- canpleto, 
<X> <X> 1 ] entonces [ l , µ (1 , 1 ) sería tonelada en contra de que no es w- tonel ado. 
Cano canplemento de los ejemplos anteriores , se muestra a continuación 
un ejemplo de espacio con propiedad (S) que no es c - tonelada 
o 
Ejemplo 3. 5 . Sea E un espacio vectorial X -dimensional y sea E* 
o 
su dual algebraico . El espacio [E , o (E , E>t)] tiene la propiedad (S) 
pero no es c -tonelada . 
o 
Demostración . Nuestro espacio tiene la propiedad (S) porque 
[ E-l<, o(E>t, E)] es incluso completo . Sea B = { x
1 
, x2 , .. . } una base de 
Hamel de E . Para cada ne: N se define f ne: E'* dado por fn(~) = ºnk 
k = 1 , 2 , ... La sucesión {fJcE.ites 
n 
o(E~ , E)-convergente a O , pero 
no es equicontinua porque { f 1° no contiene rectas mientras que los 
n 
entornos de O en [E , o (E , E"')] contienen subespacios (de dimensión 
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